Die Rolle der Wahrscheinlichkeit fir
das Verstandnis beurteilender Statistik

MANFRED BOROVCNIK, KLAGENFURT

Wahrscheinlichkeit ist die Grundlage fiir Entscheidungen bei Ungewissheit. Mit dem Zugang zur Computertech-
nologie ist Simulation zum vorherrschenden Lehransatz geworden. Obwohl Simulation ihre Vorteile hat,
reduziert dieser Ansatz Konzepte auf ihren frequentistischen Teil. Das trifft nicht nur auf die Wahrscheinlich-
keitsrechnung selbst zu, sondern auch und gerade auf die beurteilende Statistik. Dies gipfelt in einem Ansatz der
so genannten Informellen Inferenz, der (bedingte) Wahrscheinlichkeit tberfliissig macht. Die Eigenschaften
beurteilender Statistik setzen jedoch voraus, dass sich im kognitiven System des Einzelnen ein umfassendes
Konzept von Wahrscheinlichkeit herausbildet. Wir entwickeln dazu funf Saulen fiir die Wahrscheinlichkeits-
rechnung und Statistik. Ziel ist, verschiedene Bedeutungen der Wahrscheinlichkeit miteinander zu verknipfen,
Wahrscheinlichkeit mit beurteilender Statistik zu verbinden und nachhaltige Intuitionen fir Wahrscheinlichkeit
und Denkweisen der beurteilenden Statistik zu schaffen.

1. Einleitung

Die Wahrscheinlichkeit ist die Grundlage fur intelligente Handlungen und Entscheidungen angesichts
von Ungewissheit. Dazu gehéren statistische Schlussfolgerungen ebenso wie Uberlegungen zu
Zuverlassigkeit, Risiko und Entscheidungsfindung. Die Lehrplédne haben den Zugang zur Wahrschein-
lichkeitsrechnung und damit die Natur von Wahrscheinlichkeit verengt. Mit den neuen Technologien
ist die Simulation zum vorherrschenden Lehransatz geworden. Obwohl Simulation eine wirksame
Methode ist, um komplizierte Mathematik zu ersetzen, reduziert sie Konzepte auf ihren frequentisti-
schen Anteil. Dies gipfelt in einem Ansatz zur Informellen Inferenz, der Wahrscheinlichkeit und
bedingte Wahrscheinlichkeit Gberfliissig macht, um statistische Beurteilung zu unterrichten. Die
relevanten Eigenschaften statistischer Inferenz erfordern jedoch, dass sich im kognitiven System des
Einzelnen eine tragfahige Vorstellung von Wahrscheinlichkeit herausbildet.

1.1 Die funf Saulen fir ein erweitertes Verstandnis von Wahrscheinlichkeit

Im ersten inhaltlichen Abschnitt werden funf Sdulen S1—Ss fir die Wahrscheinlichkeitsrechnung und
damit fiir die Statistik aufgebaut und ihre Bedeutung fiir ein umfassendes Verstandnis des gesamten
Themenkomplexes erklart.

Man soll mit der Unterweisung in Wahrscheinlichkeit so friih wie nur mdglich beginnen (S;). Der
Grund ist einfach: Die Vorstellungswelt der Individuen ist so bizarr und idiosynkratisch, die Begriffe
sind so komplex, dass es wichtig erscheint, einen Prozess der Reifung und Adaptierung des Wechsel-
spiels von Intuition und Mathematik in Gang zu bringen, der erst viele Entwicklungsstufen durchlau-
fen muss. Damit sich Anlasse fiir Entwicklung im kognitiven System der Kinder tatséchlich auftun,
sollte man Spiele auf intelligente Weise nutzen (S). Erst Problemeinsichten und die Konfrontation mit
Sackgassen der eigenen Vorstellungen fiihrt zur Weiterentwicklung der Gedanken und zum Ausbau
von Strategien. Dabei ist es von Vorteil, die Begriffswelt viel weiter abzustecken als es durch einen
reinen auf Haufigkeiten reduzierten Wahrscheinlichkeitsbegriff mdglich ist, auch wenn man natirlich
auf illustrierende Simulationen zurlickgreifen wird. Die Devise lautet daher: Forme Bayesianisches
und risiko-orientiertes Denken (S3), das auch fir Einzelentscheidungen taugliche Vorstellungen liefert
und 0Uber das artifizielle Szenario einer Untersuchung der Entscheidungen auf lange Sicht weit
hinausgeht. Dazu ist es von Vorteil, Fragen der Wahrscheinlichkeit von Anfang an mit Sichtweisen
der beurteilenden Statistik zu verkntpfen (S4) und die enge Verwandtschaft zwischen Wahrscheinlich-
keit und Risiko (Ss) offenzulegen und fir das individuelle Verstandnis auszundtzen.
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Die fiinf S&ulen fur die Unterweisung in Wahrscheinlichkeit dienen zweierlei: Erstens sollen die
Bemihungen in Didaktik und Unterricht strukturiert und der vielféltige Begriff Wahrscheinlichkeit
und dessen Zweck geklart werden. Zweitens sollen die flinf Séulen dazu beitragen, die Schwierigkei-
ten im Zugang zur beurteilenden Statistik zu l6sen. Dazu sollen die verschiedenen Deutungen von
Wahrscheinlichkeit miteinander verbunden und Wahrscheinlichkeit und statistische Beurteilung in
Abstimmung aufeinander entwickelt werden. Insgesamt geht es darum, nachhaltige Intuitionen
aufzubauen, die helfen, Gelerntes zu verstehen und zu behalten.

1.2 Statistische Inferenz mittels bedingter Wahrscheinlichkeit verstehen lernen

Im zweiten inhaltlichen Abschnitt geht es um die friihzeitige Einbindung statistischer Inferenz in die
Entwicklung wahrscheinlichkeitstheoretischer Fragestellungen. Dabei dreht sich alles um das Begriffs-
feld der bedingten Wahrscheinlichkeit, das im (blichen Zugang eine eher untergeordnete Rolle spielt.
Wir bereiten finf Begriffsfelder BF1—BFs mit begrifflichen Querverbindungen vor, die statistische
Inferenz verstehen lassen sollen.

Statistische Inferenz mittels der bedingten Wahrscheinlichkeit verstehen lernen (BFi). Bei allen
statistischen Tests gibt es Entscheidungs- bzw. Gutekriterien, die eigentlich bedingte Wahrscheinlich-
keiten sind. Viele Probleme entstehen dadurch, dass man geneigt ist, die Bedingungen wegzulassen
und sie als unbedingte (absolute) Wahrscheinlichkeiten zu interpretieren. Das zweite Feld, Uber das
wir ein tieferes Verstehen von statistischer Inferenz ermdglichen wollen, ist die Deutung der Situation
in der Bayes-Formel als statistischer Test. Bei dieser Analogie wird besonders deutlich, dass die a
priori-Wahrscheinlichkeit der Nullhypothese (blicherweise fehlt (BF;). Nicht nur, dass man dadurch
die eigentlich interessierenden (bedingten) Wahrscheinlichkeiten einer Fehlentscheidung nur Uber
diese a priori-Wahrscheinlichkeit berechnen kann, es wird auch klar, dass die Ubliche statistische
Inferenz Ersatzprobleme 16st, welche uninteressant sind. Aus einer kurzen Besprechung der Fisher-
Neyman-Kontroverse (BFs) kann man sehr viel lernen, wie statistische Entscheidungen begriindet
werden und ob dies auch sinnvoll ist.

Insbesondere geht es dabei um das Risiko von Fehlentscheidungen bei wiederholter Anwendung, das
heilt, um eine Interpretation der entsprechenden bedingten Wahrscheinlichkeiten auf lange Sicht
(BF4). Diesem Konstrukt, die Qualitdt eines statistischen Tests durch sein Verhalten im oftmals
wiederholten Einsatz zu beschreiben, steht aber in der Praxis die Einzelfallentscheidung gegendiber,
flr welche die verwendeten Qualitatskriterien wenig Sinn haben. SchlieBlich geht es um eine Analogie
zwischen Medizin und statistischen Tests (BFs), welche den Einzelfall und Entscheidungen auf lange
Sicht besonders krass gegentiberstellt und damit nicht nur Fragen in der Medizin durch statistische
Inferenz kldren, sondern auch statistische Inferenz tber den Kontext der Medizin besser verstehen
lasst.

Zur Analogie zwischen Medizin und statistischer Inferenz wird eigens ein Beispiel erortert, das die
Schlusselbegriffe bedingte Wahrscheinlichkeit und a priori-Wahrscheinlichkeit als Kernbegriffe fir
das Verstdndnis statistischer Inferenz ausweist. Gleichzeitig werden dabei alle Deutungen von
Wahrscheinlichkeit in einem Beispiel schlagend und somit der Wahrscheinlichkeitsbegriff abgerundet.

2. Funf Séaulen fir die Wahrscheinlichkeitsrechnung und damit fur die Statistik

Wir bauen den Begriff der Wahrscheinlichkeit und insbesondere den der bedingten Wahrscheinlich-
keit sorgféltig auf, um damit eine umfassendere Konzeption statistischer Beurteilung zu ermdglichen.
Dazu scheint es wichtig zu sein, den Wahrscheinlichkeitsbegriff aus verschiedensten Perspektiven zu
betrachten, damit sich seine Konstituenten im Rahmen verwandter Begriffe entwickeln und somit im
kognitiven Netz der Lernenden verankert werden kdnnen.
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2.1 Wahrscheinlichkeit und statistische Beurteilung miteinander verknipfen

Es geht darum, den Zweck der Begriffe offenzulegen und damit die Begriindung der VVorgangsweise
und die Natur der Begriffe verstehen zu lassen. Auf die funf S&ulen bezogen bedeutet das flr jegliche
didaktische Arbeit an der Stochastik folgendes:

Auf der reichen Erfahrung aus Spielen aus Kindheit und Jugend aufbauen, um zuverldssige Intuitionen
zu entwickeln (S; und S;). Die subjektivistische (im Folgenden auch als epistemisch benannte)
Konnotation von Wahrscheinlichkeit miteinbeziehen, um spatere Verwirrung zu vermeiden und die
Anwendungen zu erweitern (Ss). Mit Fragen der beurteilenden Statistik in den friihesten Phasen des
Unterrichts in Wahrscheinlichkeit verknupfen, weil es sich um komplementére Teile desselben handelt
(S4). Wahrscheinlichkeit und Risiko als Zwillingsbegriffe entwickeln (Ss).

Das umschliefit auch, die Kontroverse in den Grundlagen (,,Sind klassische oder Bayesianische
Methoden besser?*) fiir einen pluralistischen Hintergrund niitzen statt Methoden zu reduzieren sowie
den Blickwinkel auf Intuitionen und Common Sense scharfen. Bedingte Wahrscheinlichkeit wird sich
dabei als der Schlissel zu einer breiteren Interpretation der Inferenz erweisen.

Probabilistische Literalitat bezieht sich nicht nur auf die Fahigkeit einschlagige Methoden zielsicher
anzuwenden, sondern auch auf eine gewisse Gewandtheit in probabilistischen Fragen, so etwa nicht
nur im Rahmen des Lottos die Wahrscheinlichkeit fiir einen Finfer mit bzw. ohne Zusatzzahl oder
einen Sechser berechnen zu kénnen und dies bewusst auf die Gleichwahrscheinlichkeit der Ziehung
aller verbleibenden Zahlen auf jeder Stufe des Experiments zu beziehen. Nein, die Gewandtheit
bezieht sich auch darauf, zu erkennen, was genau die Attraktivitat des Lottos ausmacht und warum
man etwa den Funfer mit Zusatzzahl als Gewinnmdglichkeit eingefihrt hat.

Verstandnisschwierigkeiten zur Wahrscheinlichkeit sind notorisch, bei statistischen Schlussfolgerun-
gen und der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Eine beliebte Intervention im Unterricht besteht darin zu
vereinfachen — siehe aber Brousseaus ,,glissement didactique (Brousseau, 1984). Wenn die Begriffe
zu stark elementarisiert werden, verlieren sie ihren urspringlichen Charakter vollstandig und entarten
zu einem Torso. Eine innovative Reaktion auf diese bekannten Schwierigkeiten besteht darin,
Wahrscheinlichkeit mit Fragen statistischer Inferenz zu verknlpfen, sowie die Begriffe zu erweitern
statt ihren theoretischen Rahmen einzuschranken. Wahrscheinlichkeit ist namlich viel mehr als nur
relative Haufigkeiten und hat eher einen metaphorischen (Spiegelhalter, 2014) als materiellen
Charakter.

2.2 Die funf Saulen der Wahrscheinlichkeitsrechnung im Detail

Bei allen funf im Folgenden besprochenen Sédulen geht es um die Offenlegung des Zwecks von
Wahrscheinlichkeit. Dazu wird das Repertoire der historisch entwickelten Begrifflichkeiten angespro-
chen. Im Gegensatz zu didaktischen Bestrebungen zur Vereinfachung des Wahrscheinlichkeitsbegrif-
fes zu etwas wie relative Haufigkeit geht es uns um die Vielfalt des Begriffsfeldes, weil erst diese ein
umfassenderes Verstéandnis des Potentials und der Grenzen ermdglicht.

S1: Beginne mit Wahrscheinlichkeit sehr frith und entwickle die Ideen spiralférmig

So fruh wie nur irgendwie mdglich. Die Ideen brauchen eine lange Zeit zur Reifung und die intuitiven
Widerspriiche sind hartndckig. Die Ideen mussen mit den beginnenden Konzepten konfrontiert werden
und es muss eine Art Wettbewerb entstehen. Nur so wird das Verstdndnis bei den Kindern nachhaltig
fundiert werden kdnnen. Sie mussen erst langsam verstehen lernen, welche ihrer Vorstellungen fiir
welche Fragestellungen zielfiihrend sind und welche ,,Versprechen™ der Konzepte ernst zu nehmen
sind und wie das Kleingedruckte in den ,,didaktischen Vertragen aufzufassen ist.
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Varga (1983) untersuchte mit 9-Jahrigen das Verhalten des Zufalls in Bezug auf Runs von Kopf und
Zahl bei Minzwirfen. Nicht um zu untersuchen, wie sich relative Haufigkeiten und singulare Muster
entwickeln. Sondern um zu beurteilen, ob ein bestimmtes Miinzwurfprotokoll echt oder ,,erfunden ist.
Diese Aufgabe stellt die Kinder schon zu Beginn des Unterrichts in Wahrscheinlichkeit in den
Mittelpunkt von Uberlegungen zur statistischen Beurteilung. Sie wissen noch gar nicht, was Wahr-
scheinlichkeit ist und was deren Konsequenzen sind, und dennoch sollen sie eine Entscheidung
dariiber féallen, ob eine vorgelegte Serie von ,,Miinzwiirfen* authentisch ist. Es gilt, den Zweck von
Wabhrscheinlichkeit sichtbar zu machen: Entscheidungen zu treffen und eine statistische Beurteilung
von Mdglichkeiten abzugeben. In beiden Situationen geht es um Risiko und Formen, mit Unsicherheit
umzugehen. Es geht darum, Wahrscheinlichkeit in Spielen sichtbar und relevant werden zu lassen. Es
geht auch darum, den Kindern Zeit zu geben, dass in ihnen Begrifflichkeiten wachsen und sie ihre
Vorstellungen abandern und den Gegebenheiten anpassen kdnnen.

“Vertrautheit mit kombinatorischem Denken lésst [...] Hypothesentests [...] machbar werden.
[...] Man kann Testen von Hypothesen darauf aufbauen. [...] es ist didaktisch sinnvoll, [...]
statistische Tests [...] Uber Kombinatorik [...] zu erschlieBen” (Fejes-Toth et al., 2022, S. 5).

S2: Nutze Spiele auf intelligente Weise, um nachhaltige probabilistische Intuitionen aufzubauen

Man setze Glucksspiele nicht routinemaRig, sondern auf intelligente Weise ein, so wie es Varga
(1983) getan hat. Spiele sind niitzlich, um Verbindungen zwischen den zentralen Bedeutungen von
Wahrscheinlichkeit herzustellen: die klassische Interpretation von Proportionen als Gewichtung der
Tendenz, Ergebnisse zu produzieren — ex ante; die frequentistische Bedeutung von Wahrscheinlichkeit
als ein MaR fur den Zufall — ex post; Verhaltnisse von Chancen und Einsétzen zur Kalibrierung der
subjektivistischen (epistemischen) Wahrscheinlichkeit. Man nutze Spiele auf intelligente Weise, um
Deutungen von Wahrscheinlichkeit durch Aufgaben unter inferenziellem Blickwinkel miteinander zu
verbinden. Die Interpretationen von Wahrscheinlichkeit haben je ihre eigenen Voraussetzungen.

 Gleichwahrscheinliche Elementarereignisse.
+ Unabhangig voneinander unter gleichen Bedingungen wiederholbare Experimente.
+ Ein rationales System von Praferenzen fiir eine Person.

Steinbring (1991) verweist auf eine Komplementaritdt zwischen den Konzepten der Gleichwahr-
scheinlichkeit und der Wahrscheinlichkeit als etwas wie eine relative Haufigkeit. Er unterstreicht, dass
eine Konzeption von Wahrscheinlichkeit beide Aspekte erfordert. Die Wechselwirkung zwischen der
auf gleichwahrscheinlichen Féallen beruhenden Wahrscheinlichkeit und der Entwicklung relativer
Haufigkeiten fuhrt zu Fragen der statistischen Inferenz. Man nutze Spiele auf intelligente Weise, um
Intuitionen einem Praxistest zu unterwerfen und sie so zu erweitern oder revidieren. Interessanterweise
wird bei statistischer Inferenz in der Regel von der Unabhéngigkeit einzelner Spiele ausgegangen und
es werden keinerlei Muster untersucht. Die Untersuchung solcher Muster wére ja sinnlos, da der Zufall
bedeutet, dass alles passieren kann. Es handelt sich um eine wechselweise Abhé&ngigkeit: Fragen der
statistischen Inferenz sind Schliissel zu einem guten Verstandnis der Wahrscheinlichkeitsrechnung.
Ein angemessenes Konzept der Wahrscheinlichkeit ist der Schlussel zum Verstdndnis statistischer
Schlussfolgerungen. Das Spiel integriert relative Risiken und die Messung des Grads des Vertrauens.

Ss: Forme Bayesianisches und risiko-orientiertes Denken so frih wie mdglich

Bayesianische ldeen beziehen sich auf intuitives Denken und Common Sense; sie stellen bedingte
Wahrscheinlichkeit in den Mittelpunkt und beriicksichtigen, welche Folgen (Kosten) eines ungewissen
Ereignisses zu beachten sind. Carranza und Kuzniak (2008) weisen auf die problematische Natur der
bedingten Wahrscheinlichkeit hin; sie sensibilisieren fur Probleme, welche auf die Vernachlassigung
der subjektivistischen Auslegung von Wahrscheinlichkeit zurtickzufiihren sind. Ein qualitatives Urteil
tiber eine Wahrscheinlichkeit basiert auf dem Praferenzsystem einer Person und ist daher ein mathe-
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matischer Ausdruck dieser Praferenzen. Ein derartiges qualitatives Urteil Giber die Wahrscheinlichkeit
einer Aussage wird aber oft dahingehend missverstanden, dass es sich um einen willkiirlichen
Wahrscheinlichkeitswert handelt. Der wesentliche ,,Unterschied“ zu anderen Bedeutungen von
Wahrscheinlichkeit besteht darin, dass in der gangigen Vorstellung das Urteil einer Person subjektiv
(oder sogar willkiirlich) sein ,,muss®, wihrend die Eigenschaft eines Prozesses oder Geréts dagegen
»objektiv (wissenschaftlich und unbestreitbar) wiére. Das Urteil eines Menschen muss jedoch auf
gualitativen Kenntnissen beruhen und ist daher keineswegs willkurlich. Ein wesentlicher Aspekt des
»Forme Bayesianisches und risiko-orientiertes Denken* ist daher zu vermitteln, dass gilt:

subjektivistisch = epistemisch = beliebig

Was die Diskussion lber Bayes-Methoden im Unterricht anbelangt, so bietet eine aufschlussreiche
Artikelsammlung im Teachers‘ Corner des American Statistician (Witmer et al, 1997) mit Grundsatz-
artikeln, hitzigen Diskussionsbeitrdgen und Antworten der Autoren die Erkenntnis, dass es unter-
schiedliche Interpretationen von Wahrscheinlichkeit gibt, die alle ihre Rechtfertigung durch eine
axiomatische Theorie finden und dass die Bayes-Formel der Schliissel zu jedem statistischen Verfah-
ren der Inferenz ist. Das Verstédndnis statistischer Schlussfolgerungen erfordert demnach eine gute
Kenntnis der bedingten Wahrscheinlichkeit und ein ausgewogenes Konzept der Wahrscheinlichkeit.
Dies schlie8t sowohl die Gleichwahrscheinlichkeit als auch die frequentistische und die subjektivisti-
sche Auslegung von Wahrscheinlichkeit ein. Moore hat allerdings diese Diskussion apodiktisch fir
beendet erklart statt Gegenargumente zu formulieren, indem er feststellte, dass Bayes-Methoden und
der gesamte Standpunkt der subjektivistisch-epistemischen Wahrscheinlichkeit zu schwierig selbst fiir
die Einflihrungsvorlesungen an der Universitat seien. Wenn man der Kritik von Carranza und Kuzniak
(2008) folgt, kommt man aber zur Einsicht, dass man nicht umhinkommt, Bayesianisches und risiko-
orientiertes Denken zu formen, um beurteilende Statistik verstehen zu lassen. Bayes-Methoden sind
einfach ndtzlich, um die beriichtigten Fehlinterpretationen der statistischen Inferenz zu vermeiden:

,»Der Student [...] kann das Signifikanzniveau nur deshalb [...] falsch interpretieren, weil er
nichts ber eine Bayesianische Alternative zum Signifikanztest gelernt hat* (Diepgen, 1992).

Bayesianische Probleme verknlpfen auf natirliche Weise Wahrscheinlichkeit mit Risiko. Das Risiko
uberlappt mit personlichen Uberzeugungen lber Methoden und dem jeweiligen Kontext bzw. der
individuellen Auffassung dariiber. Vancso (2009) geht den Weg der parallelen Einfihrung in klassi-
sche und Bayesianische statistische Methoden, weil nur so beide fir sich verstanden werden kénnen.
Es handelt sich um ein typisches Zwillingspaar von Begriffen, welche komplementaren Charakter
haben. Man kann sie nicht voneinander trennen ohne dass man einen substantiellen Sinnverlust
verursacht. Wir gehen noch weiter, indem wir festhalten, dass diese Parallelitat bereits in der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung aufgegriffen werden muss, um diesen Bedeutungsverlust zu vermeiden.

Sa: Verknupfe Wahrscheinlichkeitsrechnung und beurteilende Statistik von der Einfihrung an

Eine Schatzung der unbekannten Wahrscheinlichkeit ist erforderlich fiir Spiele mit unbekannter
Struktur sowie fiur allgemeine Zufallsprozesse (die Uber Gliicksspiele hinausgehen). Eine solche
Schéatzung erfordert eine frequentistische Interpretation der Wahrscheinlichkeit. Um die Beziehung
zwischen Wahrscheinlichkeit und relativen Haufigkeiten zu klaren, wird schon im Anfangsunterricht
viel Wert auf ein geeignetes Verstandnis des empirischen Gesetzes der groRen Zahlen gelegt. Aller-
dings mit ungeeignetem Blickwinkel auf die Konvergenz der relativen Haufigkeiten. Vielmehr sollte
man den Zusammenhang mit Fragen der statistischen Inferenz ausbreiten und nutzen. Die Schétzung
oder Beurteilung von Hypothesen fiir unbekannte Wahrscheinlichkeiten wirft folgende Fragen auf:

»  Welcher Wahrscheinlichkeitswert ist fiir ein untersuchtes Ereignis gerechtfertigt?
» Wie kann man behaupten, ber gentigend Daten zu verfiigen, damit eine empirische Wahrschein-
lichkeitsschatzung gut genug ist?
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Diese Fragen verbinden die Wahrscheinlichkeit notwendigerweise mit statistischer Inferenz. Auf diese
Weise wird deutlich, dass Inferenz den Fokus auf weitere Interpretationen der Wahrscheinlichkeit
lenkt, wenn man diese Fragen klaren will. Die Verknupfung von Wahrscheinlichkeitsrechnung und
beurteilender Statistik geht weit tiber Spiele hinaus und flhrt direkt in die Bayes-Kontroverse uber die
Grundlagen der Wahrscheinlichkeit. Fir statistische Inferenz ist es zu wenig, von Gleichwahrschein-
lichkeit zu einer frequentistischen Konzeption von Wahrscheinlichkeit Giberzugehen:

» Um entscheidende Fehler zu vermeiden, musste man eine subjektivistische Konnotation akzeptie-
ren — oder diese Fehler billigend in Kauf nehmen (Hacking, 1965).

» Die Kontroverse in den Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung (1930-80er Jahre) spiegelt
sich in dem Dilemma wider, das Carranza und Kuzniak (2008) fur den Unterricht feststellen.

Neben der Debatte dartiber, welche Interpretation von Wahrscheinlichkeit die bessere ist, wurde es
dringend notwendig, die Komplexitat von statistischer Inferenz zu reduzieren, um sie unterrichten zu
kénnen. Um diese Reduktion der Komplexitat zu erreichen, schlug Cobb (2007) vor, die statistische
Inferenz vollistandig durch Resampling zu ersetzen. So wurde ein Ansatz entwickelt, der als informelle
(simulationsbasierte) Inferenz bezeichnet wird. Diese so genannte Informelle Inferenz reduziert den
Begriff der Wahrscheinlichkeit auf seinen frequentistischen Aspekt und macht Wahrscheinlichkeit
eigentlich Uberfllssig, da alles durch Simulation gelést wird, indem die Daten gemischt und dann
einige zufallig ausgewahlt werden, wobei dieser Prozess viele Male wiederholt wird.

Batanero und Borovcnik (2016) dagegen konzentrieren sich auf Szenarien, die in einen Kontext
eingebettet sind, der die Komplexitat auf natiirliche Weise reduziert und eine intuitiv zugangliche
Deutung flr die beteiligten Konzepte hat. Freilich kann zur Veranschaulichung der Eigenschaften
auch Simulation verwendet werden. Die Auffassung von Qualitatsindizes fur statistische Tests als
bedingte Wahrscheinlichkeiten wird durch den Szenario-Ansatz von Batanero und Borovcnik (2016)
untermauert; dagegen werden diese Indizes im Rahmen der Informellen Inferenz zu absoluten (also
nicht-bedingten) Wahrscheinlichkeiten degeneriert. Eine Kritik an der Informellen Inferenz — nicht
alle Indizes konnen in diesem Ansatz beriicksichtigt werden — findet man in Borovcnik (2021a). Der
Szenario-Ansatz extrahiert eine nattrliche Interpretation von Konzepten aus dem Kontext.

Ss: Entwickle die enge Verwandtschaft zwischen Wahrscheinlichkeit und Risiko

Details zu psychologischen Fragen, die im Kern von Missverstandnissen von Wahrscheinlichkeitsaus-
sagen stehen, finden sich in Borovcnik (2016) sowie in Borovenik und Kapadia (2018). Die Verqui-
ckung zwischen Wahrscheinlichkeit und Risiko kann man am besten durch den Begriff der Komple-
mentaritdt beschreiben. Damit meint man in der Didaktik, in Anlehnung an den Gebrauch der
Komplementaritat in der Physik die Unmdglichkeit, Begriffe voneinander zu trennen ohne ihren
Bedeutungsgehalt zu zerstoren.

Definition von Risiko. Wahrscheinlichkeit und Risiko haben sich im Gleichschritt entwickelt, was ihre

Abgrenzung voneinander erschwert. In der Literatur werden uneinheitliche Begriffe verwendet

(Borovcnik & Kapadia, 2018). Die Frage ist, was Risiko eigentlich umfassen sollte:

(1) die Wahrscheinlichkeit eines ,,unerwiinschten“ Ereignisses und dessen Auswirkungen (Kosten),

(2) oder nur die Wahrscheinlichkeit des unerwiinschten Ergebnisses,

(3) oder nur die Auswirkungen (Kosten, Nutzen),

(4) oder ob sich das Risiko indirekt auf die Faktoren im Hintergrund — Hazards genannt — bezieht, die
potenziell das unerwiinschte Ergebnis ,,verursachen*.

Kleine Wahrscheinlichkeiten bzw. kleine Risiken. Ein ganz besonderer Fall ergibt sich, wenn die
beteiligten Wahrscheinlichkeiten sehr klein sind, was im Zusammenhang mit Risiken sehr oft der Fall
ist. Wenn namlich Wahrscheinlichkeiten oder Risiken sehr gering, die Auswirkungen aber sehr grof3
sind, neigen Menschen dazu, die geringe Wahrscheinlichkeit zu ignorieren und ihre Entscheidungen
ausschliellich auf den potenziellen Nutzen oder Schaden zu stiitzen.
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» Aus diesem Grund spielen Menschen im Lotto. Sie glauben an das Urteil Gottes oder erwarten
Gottes Unterstiitzung, um im Lotto zu gewinnen.

» Deshalb schlieBen Menschen fast jede Versicherung ab. Sie scheinen zu glauben, dass sie durch
eine Versicherung lber den finanziellen Verlust hinaus persénlichen Schaden vermeiden kénnen.

Im Hinblick auf sehr kleine Wahrscheinlichkeiten ist bedauerlich, dass diese selbst unter Laborbedin-
gungen (Simulation) nicht wirklich geschatzt werden kénnen. Ein reales Beispiel dazu ist das Auftre-
ten von BSE (Bovine spongiforme Enzephalopathie) am Anfang dieses Jahrhunderts; es kann sein,
dass alle Rinder, die in Deutschland positiv getestet wurden, falsch-positiv waren (also kein BSE
hatten). Das hat seinen Hintergrund darin, dass die Prdvalenz von BSE extrem klein und zudem
unbekannt ist (siehe Dubben und Beck-Bornholdt, 2010).

Wie sehr die Schétzung einer Wahrscheinlichkeit von 0.0001 mittels eines Simulationsszenarios
schwankt, selbst wenn man tber 10000 Daten verfugt (und wann verfligt man tber so viele — zuféllige
— Daten?), zeigt Borovcnik (2022). Diese kleinen Wahrscheinlichkeiten sind ModellgroRen, die
anderweitig — durch Modellannahmen — begriindet werden missen. In der Vergangenheit wurde
hierfiir auch das Konzept einer moralischen Wahrscheinlichkeit in Betracht gezogen. Dabei geht es um
eine Schranke, unterhalb derer alle Wahrscheinlichkeiten auf Null zu setzen sind. Fir den Schwellen-
wert wurde eine GroRenordnung von 10 diskutiert. Moderne Anwendungen mit Risiken beginnen
erst weit unterhalb dieser Schwelle und sind im Sinne der moralischen Wahrscheinlichkeit fragwirdig.

Vergleich von Risiken statt Messung von Risiken. Wir haben eben das Problem der zuverléassigen
Schétzung von kleinen Risiken erortert. Modelliert man eine Prifung bestehend aus n = 30 Single-
Choice Items durch verschiedene Werte von p fiir das “Potential* des Priflings, so erkennt man rasch,
dass man weit Uber 50% Losungskapazitat fur ein einzelnes Item haben muss, damit man das Risiko
durchzufallen entsprechend klein hélt. Selbst bei p = 66% fir einzelne Items besteht noch immer ein
Risiko von 5.1% durchzufallen. Will man dieses Risiko weiter verkleinern, so steigt die erforderliche
Kapazitat extrem an. Borovcnik (2022, S. 3) restimiert dazu:

,Um Risiken zu verringern, bedarf es enormer Anstrengungen. Wir konnten in den letzten
Jahren sehen, wie schwierig sich 6ffentliche MalRnahmen im Zusammenhang mit der Pande-
mie gestalteten, weil man Risiken immer weiter verkleinern wollte. [...], insbesondere kleine
Wahrscheinlichkeiten kdnnen nicht numerisch interpretiert werden, sie kdnnen hdchstens ver-
glichen werden im Sinne von ,ist kleiner*. Kleine Wahrscheinlichkeiten sind [...] ordinal.«

Es ergibt sich daraus die Notwendigkeit einer qualitativen Deutung anstelle der Interpretation der
tatséchlichen GroRe des Risikos im Sinne der damit verbundenen Wahrscheinlichkeit.

Konstituenten von Entscheidungssituationen, die Uber die Mathematik hinausgehen.

a) Typen von Risiko. Direkte, personliche Risiken, virtuelle, auf Zukunft bezogene Risiken, gesell-
schaftliche Risiken, welche eine gemeinsame Evaluation unmdglich machen. Der Typ des Risikos
beeinflusst Alternativen, die in Betracht kommen, die Art der Information und deren Evaluation.

b) Stakeholder und ihre divergierenden Interessen. Uber die begriffliche Passung zwischen Wahr-
scheinlichkeit und Risiko hinaus hat man — etwa in der Medizin — noch viele weitere Konstituenten zu
beachten (siehe Borovcnik, 2022): Medizin, Experten und Wissenschafter, Gesundheitssektor,
Medien, Politiker, Selbsthilfegruppen, Pharma-Industrie. Klar, diese Stakeholder haben unterschiedli-
che, ja divergierende Interessen und sind vollig anders von den Folgen von Entscheidungen betroffen.
Daher werden sie unterschiedliche Information nutzen und andere Kriterien verwenden, um ihre
Entscheidungen zu optimieren. Man sieht, hier sind Ttr und Tor fir Missverstdndnisse und Spielchen
offen. Allerdings, wie Borovcnik (2022, S. 13) feststellt: ,,Der Impakt in Form des Schadens, das
eigentliche Risiko, und das muss man im Auge behalten, verbleibt immer beim Individuum.*
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2.3 Logik und Psychologik von Entscheidungen

Borovcnik (2022) beschreibt, wie sich bei Entscheidungen rationale und idiosynkratische Betrachtun-
gen mischen. Angesprochen werden der Nutzen, welche Betrédge ,,im Spiel“ sind, ob es Gewinn- oder
Verlustsituationen sind, ob man eine Entscheidung einmalig zu treffen hat oder ob man &hnliche
Entscheidungen wiederholt treffen kann. Dazu kommt noch ein Faktor, der mit Abschieben von
Verantwortlichkeit zu tun hat. Eine Entscheidung, die von auBlen oder vom ,,Zufall* getroffen wird,
enthebt von Verantwortung, eine eigene Entscheidung dagegen bringt einen in Verantwortung. Etwa
kann das Monty-Hall-Problem (Drei-Tiren-Problem, siehe Borovcnik, 2013) ganz einfach bereinigt
werden: Die erste Wahl der einen Tir von den dreien trifft man rein zufallig (keine Verantwortung).
Wenn der Moderator anbietet, die erste Wahl zu berdenken und eine andere Ture zu wéhlen (zu
wechseln), kommt die eigene Verantwortung herein. Auch wenn Wechseln unter Standardbedingun-
gen die Gewinnwahrscheinlichkeit von 1/3 auf 2/3 erh6ht, wenn der Moderator eine der verbleibenden
Turen 6ffnet und sich dahinter eine Niete befindet, lehnen viele einen Wechsel ab, weil man dafir
eigene Verantwortung Ubernehmen misste, wahrend die erste Wahl wirklich reinen Zufall birgt.

Borovcnik (2022) greift ein klassisches Experiment von Kahneman und Tversky (1979) mit Erwach-
senen auf, das schon in Borovcnik (2016) behandelt wurde. Es zeigt, dass sich auch Nobelpreistrager
irren konnen (fiir die darauf basierende Prospect Theory wurde Kahneman 2002 der Nobelpreis in der
Kategorie Wirtschaftswissenschaften verliehen). Es zeigt, dass es legitime Sichtweisen auf die
Experimente gibt, welche die Gewinn- bzw. Verlustsituation (aus der Sicht von Kahneman und
Tversky) genau umgekehrt betrachten lassen, das bedeutet, als Verlust- bzw. Gewinnsituation. Aus
dieser Re-Interpretation heraus gewinnt das haufig zu beobachtende Verhalten der Risikoaversion bei
Gewinnsituationen und der Risikofreudigkeit in Verlustsituationen — so von den beiden Forschern
interpretiert — an Authentizitit und Rationalitat. In der angesprochenen Re-Interpretation der Situatio-
nen kommt Borovcnik (2022, S. 14) entsprechend zu einer gegenléufigen Einschétzung,

»wonach die Menschen zu Recht das Risiko vermeiden, wenn sie eigentlich einen groferen
Bestand ihres Vermdgens aufs Spiel setzen wiirden, wogegen sie das Risiko suchen, wenn sich
eine Gelegenheit ergibt, [...] Schulden mit einem Mal abzubauen®.

Inzwischen wurde die Re-Analyse ausgefeilt. Das bezieht sich auch auf die Erweiterung des Experi-
ments, in welcher eine Einzelentscheidung vielen, wiederholten Entscheidungen gegeniibergestellt
wird. Schwerwiegender ist, dass die Logik hinter singuldren und wiederholten Entscheidungen zu
gegenteiligen besten Entscheidungen fuhrt (Borovcenik, 2022, S. 14):

,Das am schwersten zu Akzeptierende ist allerdings, dass eine fur die wiederholte Entschei-
dungssituation abgestimmte Entscheidung zu einer anderen Entscheidung flhrt, als wenn man
nur eine Entscheidung treffen muss — ja die Entscheidungen kehren sich geradewegs um. Dar-
uber hinaus ist festzustellen, dass bei wiederholten Entscheidungen der Spielraum des Zufalls
vollig zusammenbricht, wahrend man bei einer Einzelentscheidung das volle Risiko der Zu-
fallsschwankungen zu gewaértigen hat.*

3. Statistische Inferenz verstehen lernen mittels bedingter Wahrscheinlichkeit

Die Querverbindungen werden in finf Begriffsfeldern vorbereitet: Statistische Inferenz mittels der
bedingten Wahrscheinlichkeit verstehen lernen (BF;). Deutung der Situation in der Bayes-Formel als
statistischer Test — bei statistischen Tests fehlt die a priori-Wahrscheinlichkeit der Nullhypothese
(BF,). Die Fisher-Neyman-Kontroverse (BF3) — wie man statistische Entscheidungen begriindet und
ob dies sinnvoll ist. Das Risiko von Fehlentscheidungen auf lange Sicht (BF4) — das Verhalten eines
statistischen Tests im wiederholten Einsatz vs. die Einzelfallentscheidung. Eine Analogie zwischen
Medizin und statistischen Tests (BFs) erhellt medizinische Fragestellungen und statistische Methoden.
Der Schlussel fur statistische Inferenz ist, bedingte Wahrscheinlichkeit korrekt zu verstehen.
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3.1 Funf Begriffsfelder, die Wahrscheinlichkeit und statistische Inferenz verkntpfen

BF1: Der Schlissel zum Verstandnis: das Begriffsfeld der bedingten Wahrscheinlichkeit

Der klassische Aufbau der Wahrscheinlichkeitsrechnung basiert auf dem Begriff der Unabhéangigkeit
(Steinbring, 1991); er ermdglicht, den Begriff Stichprobe auf die unabhéngige Wiederholung dersel-
ben Zufallsvariablen zurlickzufihren. Der Begriff der bedingten Wahrscheinlichkeit taucht schon in
Kolmogorov (1933/1956) auf, wird aber mathematisch auf die Reduktion des Wahrscheinlichkeitsma-
Res auf einen Unterraum zurtickgefiihrt. Wenngleich Unabhéngigkeit nur ein Spezialfall ist (bedingte
sind gleich den unbedingten Wahrscheinlichkeiten), kann man bedingte Wahrscheinlichkeiten
vermeiden und eine naive frequentistische Deutung von Wahrscheinlichkeit verfolgen, was auch
Kolmogorov so beabsichtigt hat. Bei der Bayes-Formel wird aber Klar, dass sich eine Einzelentschei-
dung und keine wiederholbare Entscheidung auftut und die Deutung des Mechanismus der Formel nur
durch Erweiterung des Wahrscheinlichkeitsbegriffs in Richtung einer epistemischen (subjektivisti-
schen) Interpretation ermdglicht wird. Diesen Widerspruch zwischen einer frequentistisch angelegten
Wahrscheinlichkeit und der Notwendigkeit, bei der Bayes-Formel auf einen ganz anderen Wahr-
scheinlichkeitsbegriff auszuweichen, sehen Carranza und Kuzniak (2008) als didaktisches Dilemma.

Mehr noch: in allen Varianten zur statistischen Inferenz wird bedingte Wahrscheinlichkeit zentral.
Borovcnik (2021b) hat den Wahrscheinlichkeitsbegriff mit EinschlieBung der statistischen Inferenz
aus der Perspektive der Wissenschaftstheorie untersucht und Stegmidillers (1973) und Hackings (1965)
,Entscheidungen ad absurdum geflhrt, bei einem rein frequentistischen Wahrscheinlichkeitsbegriff
zu verharren, ,,weil die Subjektivierung der Physik* ein viel schlimmeres Ubel wire als die Rationali-
tatsliicken in der statistischen Inferenz. So hat sich auch die Fisher-Neyman-Kontroverse daruber
erstreckt, ob die Qualitatsindizes (die eigentlich bedingte Wahrscheinlichkeiten sind) fiir statistische
Tests keinerlei frequentistischer Deutung zugénglich sind (Fisher) oder nur rein frequentistisch zu
deuten sind (Neyman). Die Interpretation von Fehlentscheidungen bei statistischen Tests zeigt, dass
der springende Punkt eine langfristige Interpretation von bedingten Wahrscheinlichkeiten ist, wéhrend
sie eigentlich im Einzelfall verwendet werden. Heute folgen wir einer hybriden Auffassung (Hubbard
& Bayarri, 2003), die einem Lavieren langs Anforderungen aus Anwendungen entspricht und bar jeder
theoretischen Begriindung ist. Wie dringlich eine epistemische (subjektivistische) Deutung von
Wahrscheinlichkeit gebraucht wird und wie man Wahrscheinlichkeit und statistische Inferenz erst
durch das Wechselspiel zwischen frequentistischen und epistemischen Aspekten verstehen kann, sieht
man an einer Analogie zwischen Medizin und statistischen Tests in Borovcnik (2022). Auch hier
handelt es sich um eine Wechselwirkung von bedingten Wahrscheinlichkeiten mit dem Kontext.

BF2: Die Situation der Bayes-Formel als statistischer Test: die a priori-Wahrscheinlichkeit fehlt

Unterstellen wir folgende Situation: Wir haben einen Wirfel, der entweder regulér oder besonders ist.
Wir wollen anhand des Ergebnisses von 100 Wirfen entscheiden (testen), welche der beiden Hypothe-
sen zutrifft. Wir konnen dabei Fehler machen. Wie groRR diese Fehler sind, wirft ein Licht auf die
Qualitat des statistischen Tests. Wir erortern einige Eigenschaften und verbinden die Situation mit der
Ausgangssituation in der Bayes-Formel. Durchwegs tauchen bedingte Wahrscheinlichkeiten auf.

Das Testproblem

Nullhypothese Ho: R Regulérer Wirfel ,,alle Augenzahlen gleichwahrscheinlich gegen Alternativhy-
pothese Hi: B Besonderer Wiirfel mit ,,20% Wahrscheinlichkeit fur 6, 1-5 gleichwahrscheinlich. Die
Folgen der Hypothesen fiir die Entscheidungsgrundlage: Anzahl der 6er in 100 Wirfen: Unter Ho gilt
X~B(100, 1/6), unter H; X~B(100, 0.20). Die Entscheidung falle fur reguldrer Wirfel, wenn X < 25
(Ereignis E®) und fir Besonderer Wiirfel, wenn X > 25 (Ereignis E). (Zur Vereinfachung reduzieren
wir das Problem rein auf die Anzahl der Sechser.) Fir die bedingten Wahrscheinlichkeiten gilt:

P(E | R) = 0.0119, P(E | B) = 0.0875 sowie P(E | R) = 0.9881 und P(E°| B) = 0.9125.
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Ubersicht tiber die Fehler

Je nach Szenario (Regulérer oder Besonderer Wirfel) kann man beim Test Fehler machen (Tab. 1).
Fehler vom Typ I. Die Nullhypothese wird abgelehnt, obwohl sie zutrifft. Die Wahrscheinlichkeit
dafur nennt man o = P(E | Ho). Fehler vom Typ II: Die Nullhypothese wird nicht verworfen, obwohl
tatséchlich die Alternativhypothese zutrifft. Die Wahrscheinlichkeit dafiir nennt man = P(E® | Hy).
Diese Fehler heiBen auch o- und p-Fehler. Man beachte, dass beide Fehlerwahrscheinlichkeiten
bedingt auf das jeweilige Szenario — d.h. bedingte Wahrscheinlichkeiten — sind und daher nur schwer
miteinander zu vergleichen, geschweige denn in ihrer absoluten Grof3e zu interpretieren sind.

Tab. 1: Bedingte Wahrscheinlichkeiten fiir Fehler beim Test und korrekte Entscheidungen im Vorausblick

Ereignis Ee E
Entscheidung nicht gegen R, nicht fir B ("fur" R) gegen R (fir B)
Ho R ok - “Spezifitat” a-Fehler
0.9881 0.0119
He: B B-Fehler ok - “Sensitivitat”
0.9125 0.0875

Festlegung eines statistischen Tests

Legt man einen statistischen Test als reinen Signifikanztest an — die Nullhypothese wird abgelehnt,
wenn ein Schwellenwert tberschritten wird (hier 25 6er) — so haben wir einen a-Fehler von 0.0119.
Dann brauchen wir keine Alternativhypothese zu formulieren. Wir tun diesfalls so, dass wir nur eine
grolere Tendenz, Sechser zu ,.erzeugen®, als Einwand gegen die Nullhypothese ansehen, womit wir
indirekt vom Modell her die Mdglichkeit ausschlielen, dass der Wirfel auch eine kleinere Wahr-
scheinlichkeit fir den Sechser haben konnte. Implizit stellen wir den ,,reinen Zufall*“ auf die Prufwaa-
ge und entscheiden uns gegen diese Annahme, wenn die Daten sehr stark dagegensprechen. Wie sehr
die Daten gegen den reinen Zufall sprechen, ,,messen‘ wir mit o, wobei wir noch festlegen miissen, ob
dies vor Realisierung der Stichprobe (des empirischen Tests) erfolgt oder nachher.

Es braucht aber mehr als den a-Fehler, um die Qualitat des Tests zu beurteilen, denn der B-Fehler ist
hier mit 0.9125 enorm grof3. Das Komplement davon wird auch als Macht angesehen, dass der Test
eine bestimmte Alternativhypothese erkennt. Wenn wir den Schwellenwert zuerst bestimmen wollen,
so konnten wir den Wert 25 variabel halten und dann den a- gegen den p-Fehler abwégen. Um das
Problem zu vereinheitlichen, gibt man den a-Fehler vor (also VOR jeglicher Stichprobenentnahme)
und minimiert danach den B-Fehler durch Wahl des Ablehnungsbereichs. Im vorliegenden Problem
werden wir den Ablehnungsbereich geschlossen aus den grofiten Werten von X nehmen und, ohne es
nachzuweisen wird es klar sein, dass dadurch — bei festem o — der Wert von 3 bereits optimiert ist.

Was hat das statistische Testen nun mit der Bayes-Formel zu tun?

Ausgehend von der Frage, wie grof3 denn nun die Wahrscheinlichkeit fiir die Nullhypothese (der
reguldare Wirfel) ware, wenn man in der Serie der 100 Wiirfe das Ereignis E beobachtet und daher die
Nullhypothese ablehnt (wir wollen nur das Ereignis E feststellen und nicht spezifizieren, wie viele
Sechser wir tatséchlich geworfen haben — diese Verkomplizierung wollen wir hier auler Acht lassen)

— also, ausgehend von der Frage, wie grof ist P(Ho | E) = P(R | E)? —

missen wir feststellen, dass wir aullerstande sind, dies ohne weiteres zu berechnen. Wenn wir
allerdings vorweg eine (a priori) Wahrscheinlichkeit fir Ho von 0.50 bzw. alternativ dazu von 0.10
und 0.90 annehmen, dann kénnen wir diese Wahrscheinlichkeit mittels der Bayes-Formel ausrechnen.
Wir nehmen zusatzlich an, dass Ho und H; alle Mdglichkeiten fiir die Hypothesen erschopfen. Wir
kdnnten die Bayes-Formel vermeiden und Baumdiagramme oder Vierfeldertafeln mit erwarteten
Werten (siehe Borovcenik, 2022) verwenden. Wir wollen es aber direkt ausrechnen (Tabelle 2).
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Es mag uberraschen, dass die Wahrscheinlichkeiten fiir die Nullhypothese unterschiedlich ausfallen, je
nach Wert der a priori-Wahrscheinlichkeit. Man beachte, dass auch fiir die Gleichwahrscheinlichkeit
der beiden Hypothesen bei Ablehnung der Nullhypothese diese immer noch eine Wahrscheinlichkeit
von fast 12% hat. Und eben nicht o.. Ganz allgemein gilt ndmlich P(E | F) = P(F | E); eine Gleichset-
zung von bedingter Wahrscheinlichkeit in den beiden Richtungen ist aber ein weit verbreiteter Fehler.

Fir die Alternative des besonderen Wiirfels mit 0.20 Wahrscheinlichkeit fir den Sechser hat der Test
nur eine Macht von 0.0875, dass diese auch erkannt wird; nur mit dieser kleinen — bedingten —
Wahrscheinlichkeit kommt es beim genannten Test zur Ablehnung, falls diese tatsachlich zutrifft.

Tab. 2: Drei Szenarien zur Berechnung der a posteriori-Wahrscheinlichkeit der Nullhypothese bei Ablehnung

a priori P(Ho) = 0.10 0.50 0.90 Szenario
. P(Ho A ) = PH)P(E[H)= 00012 00059 00107 Dividend
Multiplikat |
viiplatonsrege P(Hi A B) = PH)'P(EH)= 00787  0.0437  0.0087
Totale Ws. P(E) = 00799 00497 00194 Divisor
Def. Bed. Ws. P(Ho| B) = P("F'f(g) £) 00149 01195 05500 aposterior

Fazit: Wenn wir eine a priori-Wahrscheinlichkeit fir die Nullhypothese unterstellen, so kénnen wir
auch die Wahrscheinlichkeit der Nullhypothese berechnen, falls wir im Experiment zu einer Testent-
scheidung Ablehnung kommen (wenn E eintritt, wir also mehr als 25 Sechser in 100 Wirfen erhalten).

Wir konnen die Situation in der Bayes-Formel, im einfachsten Fall mit zwei Mdglichkeiten a priori
(als Ho und Hi umgedeutet) und einem Ereignis E und dessen Komplement als statistischen Test der
Nullhypothese Ho mit E als Verwerfungsbereich interpretieren. Die bedingten Wahrscheinlichkeiten
im ,,Vorausblick®, i.e., P(E | Ho) und P(E | H1), sind bekannt. Im Jargon des statistischen Tests werden
diese zum a-Fehler bzw. zu 1 —  (d.h., zum Komplement des B-Fehlers). Wenn die Situation als
Bayes-Situation aufgefasst wird, dann ist auch die a priori-Wahrscheinlichkeit der Nullhypothese
bekannt und man kann weitere bedingte Wahrscheinlichkeiten berechnen, ndmlich

P(Ho | E), P(H. | E) sowie P(Ho | E®), P(H1 | E).

Diese bedingten Wahrscheinlichkeiten sind viel wichtiger. Sie beziehen sich darauf, dass die Nullhy-
pothese doch zutrifft, auch wenn sie abgelehnt wird. Eigentlich ist die Komplementarwahrscheinlich-
keit noch viel wichtiger, die man als ,,zu Recht ablehnen* auffassen kann (wenngleich diese Formulie-
rung eine ,,geféhrliche* Verkirzung darstellt, weil man das Ergebnis nicht mehr auf eine bedingte
Wabhrscheinlichkeit bezieht). Sie beziehen sich ferner darauf, dass die Nullhypothese zutrifft, wenn sie
nicht abgelehnt wird (E°®), also auch diesfalls eine korrekte Entscheidung getroffen wird.

Die ubliche Rechtfertigung, einen statistischen Test und eben nicht die Bayes-Formel anzuwenden, ist
die, dass man uber die a priori-Wahrscheinlichkeit der Nullhypothese seltenst verfiigt und daher auf
einen statistischen Test als Ersatzverfahren ausweichen muss, bei dem man nur die (von den Hypothe-
sen auf die Stichproben) vorausblickenden Fehlerwahrscheinlichkeiten in Betracht zieht. Und dass
man die Fehlerwahrscheinlichkeiten im Riickblick, oder als komplementare bedingte Wahrscheinlich-
keiten gewendet, die Wahrscheinlichkeit korrekter Entscheidungen im Fall der Ablehnung (wie auch
im Fall der Nicht-Ablehnung) in einem Test eben nicht berechnen kann.

Man macht damit alle Testsituationen gleich. Unabhé&ngig davon, wie plausibel oder gut (oder wie
wenig) gestutzt eine Nullhypothese im konkreten Problem eigentlich ist. Und dass man in den meisten
Fallen auf die umgekehrten bedingten Wahrscheinlichkeiten flir Fehlentscheidungen eben verzichten
muss, nimmt man einfach hin mit dem Verweis, sie waren im Kontext der meisten Probleme ohnehin
kaum von Interesse. Das letztere Argument werden wir im Zusammenhang mit der Analogie zwischen
Medizin und statistischer Inferenz zu Fall bringen.
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BFs: Die Fisher-Neyman-Kontroverse — wie man statistische Entscheidungen begriindet

Die Debatte lauft im Wesentlichen Uber eine frequentistische oder nicht-frequentistische Interpretation
von Qualitatsindizes von statistischen Tests, die eigentlich bedingte Wahrscheinlichkeiten sind.
Anstatt uns mit abstrakten Wahrscheinlichkeitsverteilungen zu plagen, wie wir das im Testproblem in
BF, gemacht haben, gehen wir von folgenden zwei Datensatzen aus, welche dieselbe Aufgabenstel-
lung haben, ndmlich zu beurteilen, ob die dahinterstehenden Diagnoseverfahren geeignet sind, bzw.
wie wir beurteilen kdnnen, wie gut diese Diagnoseverfahren sind. Wir sprechen also gleich die
Analogie zwischen Medizin und statistischen Test an, die Inhalt von BFs ist.

In radiologischer Klinik (/ Im Screening
- + / - +
\
Kein 96 4 100 |H, 95 232 3968 | 99200
Ca | spezifitat — | Falsch pos. — } NPV 1
|
20 80 100 \/ H, 160 640 800
Falsch neg. — | Sensitivitat — [=]=\VA)
116 84 200 95 392 4608 100000
Pravalenz 50.0% 0.8%
Sensitivitét — 80/100 =/ @0%'% [ 800% « P Ca)
Spezifitat — 96/100= 96.0% | “"96'9%3 P (-] Kein Ca)
\‘ Pos.pred.value (PPV) T 80/84 :/952%/“{ 139%0/ P(Cal+)
Neg.pred.value (NPV) T 96/116 = 82.8% 99.8% P (Kein Ca| -)

(

\

Abb. 1: Fehlendes Bindeglied beim statistischen Testen: die a priori-Wahrscheinlichkeit — identische Sensitivitat und Spezifitat
aber vollig verschiedene Wahrscheinlichkeiten fur Fehlentscheidungen (aus Borovcnik, 2022)

Die Falle in Abb. 1 betreffen dabei Patienten, welche letztlich einen bestatigten Status bezuglich der
Erkrankung (Ca, Kein Ca; Ca meint Carcinom) haben. Die Diagnose positiv (+) ist ein Indiz dafur,
dass die Person die Krankheit hat. Die Diagnose negativ (-) ist ein Indiz fir das Gegenteil. Wéhrend
die Daten aus der Klinik bestatigt sind, werden die Daten aus dem Screening von der Qualitat der
Diagnose aus der Klinik Ubertragen und an die geanderte Pravalenz der Krankheit angepasst — statt
50% hat die Krankheit im Screening nur den altersbedingten Durchschnitt von 0.8% als Pravalenz.

Wir zeichnen folgendes Gedankenexperiment: Wir ziehen aus der Grundgesamtheit von 200 Personen
eine und stellen deren Merkmale fest: kein Ca und neg., kein Ca und pos., Ca und neg. bzw. Ca und
pos. Diese Zufallsauswahl hat zur Folge, dass fir jede Person, fur die kein Ca zutrifft, eine bedingte
Wahrscheinlichkeit von 4/100 = 4% besteht, dass sie positiv ist. Ganz analog ergeben sich andere
bedingte Wahrscheinlichkeiten, etwa die bedingte Wahrscheinlichkeit von 4/84 = 4.8%, dass eine
Person mit Merkmal pos. tatsachlich kein Ca hat. Fiirs Screening gelten analoge Uberlegungen. Wir
fassen die Situation wie folgt als statistischen Test auf:

» Ho der Patient hat diese Krankheit nicht (Kein Ca = Kein Carcinom)
» Hj der Patient hat diese Krankheit (Ca = Carcinom).

Die Testentscheidung wird gemaR medizinischer Merkmale (Entartung des CT etc.) getroffen und
kommt zum Ergebnis pos. bzw. neg. Uns interessieren diese Merkmale nur insofern, als es eben zu
Entscheidungen kommt, deren bedingte Wahrscheinlichkeiten aus den Daten aus Abb. 1 berechnet
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werden kdnnen: Fisher (1935) verwendete die direkte Wahrscheinlichkeit P(x|Ho) als abstrakte Distanz
zwischen Daten x und Nullhypothese Ho. Bei Fisher entbehrt das Signifikanzniveau jeglicher Stich-
probeninterpretation; es ist eine Grolie, fir die eine Deutung als relative Haufigkeit fehlt. Neyman und
Pearson (1928) bestanden darauf, dass ein statistischer Test neben der Nullhypothese auch eine
Alternative betrachten muss, und ein Test eine Entscheidung darstellt, bei der zwei verschiedene Arten
von Fehlern auftreten, die als relative Haufigkeiten auf lange Sicht zu verstehen sind.

Zu bemerken ist, dass der Wert von x hier unbericksichtigt bleibt, allein das Distanzmaf o = P(x|Ho)
geht aus unseren Daten hervor und das sogenannte Signifikanzniveau von o = 4% in der Klinik (wie
auch im Screening). Ist dieses Diskrepanzmal klein, so ist die Nullhypothese unglaubwirdig und wird
abgelehnt. Nach Fisher hatte o keinerlei Haufigkeitsinterpretation und wurde eigentlich erst nach
Bekanntwerden von x berechnet, im Sinne eines ex-post bestimmten p-Werts. Aus praktischen
Erwégungen haben sich jedoch 5% bzw. 1% als Standardwerte zum Vergleich eingebirgert und man
sprach von signifikanten bzw. von hdchst signifikanten Abweichungen von der Nullhypothese.

Bei einem statistischen Test nach Fisher wird also die Nullhypothese allein durch das im Nachhinein
festgestellte DiskrepanzmaR bewertet. Wie sich der Test im Fall des Vorliegens der Alternativhypo-
these verhalt, war ohne Belang. So ein Test war Situationen wie der des Tests auf Unkorreliertheit
(Nullhypothese Korrelationskoeffizient r = 0) oder der Varianzanalyse (Nullhypothese: Erwartungs-
werte sind alle gleich, mit der bekannten Konsequenz auf die F-verteilte Testgrél3e) angepasst.

Schon im einleitenden Wurfel-Beispiel kdnnten wir einen weiteren Index der Qualitat eines vorge-
schlagenen Testverfahrens betrachten, namlich, die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass der Test nicht
zur Entscheidung Ablehnung der Ho kommt, obwohl (wenngleich) die Alternativhypothese Hj zutrifft.
Das ist der B-Fehler oder Fehler zweiter Art. Genau das hat Neyman gefordert und festgestellt, dass
die zwei verschiedenen Arten von Fehlern als relative Haufigkeiten auf lange Sicht zu verstehen sind.
Mathematisch gesehen ist das Problem erst dann traktabel, wenn der a-Fehler vorgegeben und danach
der B-Fehler durch die Wahl des Ablehnungsbereichs optimiert wird. Dann aber spielt der p-Wert ex
post und der tatséchlich beobachtete Wert der TestgroRe keinerlei Rolle.

Heute verwenden wir eine Hybridversion, namlich den abstrakten p-Wert nach Fisher, wir interpretie-
ren ihn aber als relative Haufigkeit auf lange Sicht im Sinne von Neyman und Pearson (1928). Uber
diese Inkonsistenz hinaus jedoch zeigen die beiden Szenarien aus der Medizin in Abb. 1, dass a- und
-Fehler wenig hilfreich sind, weil sie sich auf ein kunstliches Szenario der Testwiederholung statt auf
die Hypothese selbst beziehen.

Interpretiert man die beiden Szenarien als statistischen Test, so ergeben sich in beiden Fallen folgende
(bedingte) Fehlerwahrscheinlichkeiten:

* Fehler, Ho abzulehnen, falls sie zutrifft: o = 4/100 bzw. 3968/99200 = 4%

 Fehler, Ho nicht abzulehnen, falls tatsdchlich H; zutrifft: § = 20/100 bzw. 160/800 = 20%

Wie wichtig es fir eine profundere Bewertung eines statistischen Tests ist, auch den B-Fehler zu
betrachten, konnten wir im Wirfelbeispiel (BF,) sehen. Dem kleinen a-Fehler von 1.19% stand ein (3-
Fehler von 91.25% gegeniiber. Der Test hatte gar keine Macht zu entdecken, dass die Alternative
zutrifft (die entsprechende bedingte Wahrscheinlichkeit betragt nur 8.75%). Aber auch in der Neyman-
Variante ist der statistische Test aullerstande, die Frage zu beantworten, wie grof3 die bedingte
Wahrscheinlichkeit der Nullhypothese ist, wenn der Test zur Ablehnung kommt. Wahrend man in der
Wissenschaftstheorie ganz allgemein noch dartiber philosophieren kann, ob einer Hypothese eine
Wahrscheinlichkeit zukommt (und wie diese zu verstehen ist, wenn es kein Experiment gibt, das dem
entspricht, weil Hypothesen keine empirischen Aussagen sind sondern nur indirekt Implikationen tber
die Realitat bedingen), ist diese Fragestellung im Rahmen der medizinischen Diagnose essentiell: Wie
grol? ist die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass die spezielle Person, die eine positive Diagnose erhalten
hat, tatsdchlich diese Krankheit hat?
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BF4: Das Risiko von Fehlentscheidungen auf lange Sicht —
wiederholter Einsatz von Tests vs. Einzelfallentscheidung

Der springende Punkt einer statistischen Testmethode ist eine langfristige Interpretation von bedingten
Wahrscheinlichkeiten, wéahrend die Methode eigentlich im Einzelfall verwendet wird. Fisher (1971/
1935) wvalidiert eine singuldre Nullhypothese anhand empirischer ,,Beweise. Neyman und Pearson
(1928) dagegen entwickeln ihre Politik der wiederholten Tests im Kontext der entscheidungsorientier-
ten industriellen Prozesssteuerung. Im Neyman-Pearson-Kontext kénnen wiederholte Entscheidungen
getroffen werden, so dass Fehler durch langfristige relative Haufigkeiten interpretiert werden kénnen.
Allerdings beschréankt sich diese Haufigkeitsdeutung auf die Situation innerhalb desselben Szenarios,
und kann nicht zwischen Szenarien unterschiedlicher Qualitét erstreckt werden. Bei diesen Fehlern
handelt es sich um bedingte Wahrscheinlichkeiten und keineswegs um absolute Wahrscheinlichkeiten.

BFs: Eine Analogie zwischen Medizin und statistischen Tests erhellt
medizinische Fragestellungen und statistische Methoden

Auch hier handelt es sich um eine Wechselwirkung von bedingten Wahrscheinlichkeiten mit
dem Kontext: Der medizinische Kontext hilft, Begriffe und die Entscheidungssituation zu kléren.

In der Diagnosesituation wird die Nullhypothese Ho, Patient hat die in Frage stehende Krankheit nicht
gegen die Alternativhypothese H; getestet, dass er diese Krankheit hat. Dabei steht die Diagnose pos.
(+) fir ein Indiz, dass er diese Krankheit hat und der Patient wird so behandelt als hétte er diese
besagte Krankheit — in der Analogie zum Test wird die Nullhypothese abgelehnt. Dagegen ist die
Diagnose neg. (-) ein Indiz fur das Gegenteil, der Patient wird als ,,gesund* betrachtet, die Nullhypo-
these wird beibehalten. In der Diagnostik sind statt dem a- und B-Fehler deren Komplemente in
Gebrauch, um die Qualitat der Diagnoseprozedur zu beurteilen. Die Spezifitdt 1 — o ist dabei die
bedingte Wahrscheinlichkeit, dass ein ,,Gesunder” die Diagnose negativ erhélt. Die Sensitivitdt =1 — 3
dagegen ist die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass ein Patient mit der Krankheit die Diagnose positiv
erhdlt. Falsch-positive und falsch-negative Diagnosen entsprechen dem o bzw. 3-Fehler.

In der Medizin aber gibt es relevantere Wahrscheinlichkeiten, ndmlich die Wahrscheinlichkeit, dass
ein Patient bei einer positiven Diagnose (+) tatséchlich erkrankt ist, was einer isolierten Einzelfallent-
scheidung entspricht. Diese Wahrscheinlichkeit wird als positiver prédiktiver Wert (PPV, positive
predictive value) bezeichnet. Ahnlich verhalt es sich mit dem negativen pradiktiven Wert (NPV) fiir
eine negative Diagnose. Die statistischen a- und B-Fehler beschreiben untergeordnete Aspekte der
Qualitat des diagnostischen Verfahrens. Im Hinblick auf die Situation in Abb. 1 sei festgehalten:

i. Die Qualitatsindizes haben in beiden Situationen denselben Wert: Sensitivitdt 1 — B = 80%,
Spezifitdt = 1 — o = 96%. Die Szenarien unterscheiden sich jedoch stark im pradiktiven Wert,
entweder positiv oder negativ: PPV und NPV hidngen vom jeweiligen Kontext ab. Das bedeutet,
die Qualitat der Entscheidungen ist sehr verschieden: Eine positive Diagnose mag in der Klinik
vielleicht eine Unterstiitzung sein, sie ist aber im Screening nutzlos. Die Diskrepanz ist umso gro-
Rer, je kleiner die Préavalenz ist.

ii. A posteriori-Wahrscheinlichkeiten haben ohne Bezug auf a priori-Wahrscheinlichkeiten keinerlei
Sinn, sie entbehren Uber ein sehr eng abgestecktes Szenario hinaus vollstandig einer Haufigkeits-
deutung. Uberdies ist diese Haufigkeitsdeutung fiir das Individuum wertlos, sie dient nur als Refe-
renzpunkt fiir das System (auch als Argumentationshilfe, um die diagnostische Prozedur zu “recht-
fertigen”). iii. Der Kontext der Medizin erleichtert das Verstandnis dessen, was bei klassischen
statistischen Tests fehlt: Die a priori-Wahrscheinlichkeit der Nullhypothese! Statistische Inferenz
verstehen geht Uber die Analogie mit der Medizin (siehe auch Borovcnik, 2022).
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4. Schlussfolgerungen

Klassische statistische Inferenz ignoriert die a priori-Wahrscheinlichkeiten. Die Kontroverse in den
Grundlagen ist auf diese a priori-Wahrscheinlichkeit zuriickzufiihren. Die Analogie zwischen
statistischen Tests und medizinischer Diagnose hilft zu erkennen, dass bei klassischen Tests die a
priori-Wahrscheinlichkeit der Nullhypothese fehlt. Ferner kann sie auch keine frequentistische
Wahrscheinlichkeit sein, sondern muss einen qualitativen Grad der Uberzeugung darstellen, also eine
subjektivistische (epistemische) Wahrscheinlichkeit sein. Ganz wie dies Brousseau mit seiner
»glissement didactique” als Gefahr von didaktischen Ubervereinfachungen dargestellt hat: Die
Vereinfachung der Komplexitat der Inferenz fiihrt zu einer Karikatur der Konzepte.

Das Problem der Reduktion der Komplexitat. Die Reduzierung der Komplexitat auf der Grundlage
einer rein frequentistischen Wahrscheinlichkeit 16st die konzeptionellen Probleme nicht. Ebenso mag
ein Bayesianischer Ansatz intuitiver sein und auf natiirliche Weise zur statistischen Inferenz fihren,
aber auch hier gilt es, das gesamte Konzept der Wahrscheinlichkeit abzudecken, wie dies etwa Migon
und Gamerman (1999) oder Vancsé (2009) tun: sie schlagen vor, die klassische und die Baysianische
Inferenz parallel zu unterrichten. Ihre Begleitforschung zu entsprechenden Unterrichtsversuchen zeigt
vielversprechende Ergebnisse. Fragen der computergestiitzten Visualisierung der a priori- und a
posteriori-Verteilungen und der Berechnung sind noch zu I6sen. Wichtig ist auch, den Verteilungsbe-
griff allgemeiner (allgemeiner als Normalverteilung und Verwandtes) anzulegen und ihn auch visuell
und begrifflich besser zu erschliel3en.

Alle Deutungen von Wahrscheinlichkeit sind zu stiitzen und mit Fragen der statistischen Beurteilung
zu verknlpfen. GrolRere Komplexitdt ermdglicht tieferes Verstdndnis: Die Herausforderung ist,
geeignete Lernwege zu entwickeln. Zwei Aussagen von zukinftigen Lehrkraften von Vancsé (2009)
kdnnten aber tberzeugen, dass sich die Mihe lohnt:

,JJch habe das Konfidenzintervall erst verstanden, nachdem ich mich mit der Bayesianischen
Region maximaler Dichte vertraut gemacht habe.“ ,Ich mag Bayesianische Ideen sehr gerne
[...] weil ich dadurch gesehen habe [...] warum Menschen unterschiedliche Meinungen haben
[...] weil sie eben unterschiedliche Vorverteilungen haben.*

Der Fall der kleinen Wahrscheinlichkeiten. Es ist unmdglich, zuverlassige Informationen aus Daten zu
einer Wahrscheinlichkeit von nur 10 zu gewinnen. Daher sind kleine Wahrscheinlichkeiten empirisch
nicht erfassbar, sondern kénnen nur durch Annahmen modelliert werden. Dies fihrt zu einer eher
qualitativen als frequentistischen Konnotation von Wahrscheinlichkeit. Die statistische Inferenz ist
nun einmal gespickt mit kleinen Wahrscheinlichkeiten. Entweder wir verwenden Annahmen in Form
von Modellen oder wir verweisen auf den metaphorischen Charakter von Wahrscheinlichkeit. Oder
wir setzen mit Hinblick auf die moralische Wahrscheinlichkeit so kleine Wahrscheinlichkeiten auf
Null. Dies wére oftmals die bessere Losung als Artefakte zu erzeugen (siehe das BSE-Beispiel).

Die Logik wiederholter Entscheidungen. Ob eine Entscheidung optimal ist, hangt davon ab, ob sie
einmal (ein einziges Mal) oder wiederholt getroffen wird. Im medizinischen Bereich unterscheidet
sich die Entscheidung eines Staates oder einer Institution von der optimalen Entscheidung einer
Privatperson aufgrund der unterschiedlichen Logik von wiederholten Entscheidungen im Vergleich zu
Einzelentscheidungen. Unterschiede im Nutzen und die Interessen der Beteiligten auf verschiedenen
Ebenen kommen noch verschérfend hinzu.

Wir beflirworten eine pluralistische Perspektive auf den Begriff Wahrscheinlichkeit, die eine verglei-
chende statistische Inferenz (Barnett, 1982) beinhaltet und auf den Bildungsbereich lbertragen wird.
Es gilt, alle Wurzeln der Wahrscheinlichkeit zu nutzen, um einen nachhaltigen Sinn zu schaffen fur
Wahrscheinlichkeit und fir statistische Schlussfolgerungen.

Ich danke Franz Pauer fiir seine kritischen Anmerkungen, welche die Verstandlichkeit meiner Ausfiihrungen sehr verbessert hat.
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